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Проаналізовано відомі температурні залежності модуля пружності Е 

переважно металів з різними типами кристалічних граток у координатах E/E0 

від T/Tпл та від T/Tфп, де Tпл та Tфп —  температури плавлення та фазового 

переходу матеріалу відповідно. Показано відмінність форми та нахилу 

температурних залежностей E/E0 матеріалів з ОЦК, ГЦК гратками від 

матеріалів з ГПУ граткою. Побудовано залежність E/E0 від співвідношення с/а 

для ГЩУ металів. Показано зв’язок між залежностями E/E0 від T/Tпл і 

коефіцієнтів дифузії від T/Tпл та механізмів деформації за  високих температур. 
  

Ключові слова: температурні залежності модуля пружності, параметри 

кристалічної гратки. 
        

Вступ 

   Модулі пружності, як і температура та теплота плавлення, теплота 
сублімації, є однією із характеристик рівня міжатомного зв’язку і 

використовуються для аналізу міцностних характеристик матеріалів.  

Дуже важливим є і врахування температурних залежностей модулей 
пружності під час дослідження механічних властивостей у широкому 

діапазоні температур та для розроблення жароміцних матеріалів тим 

більше, що з наближенням до температур плавлення або до температур 

фазових перетворень модуль пружності Е знижується майже вдвічі. Для 
скорочення викладу нами зроблено огляд тільки залежностей модуля 

Юнга  E(T) групи металів та сплавів з ГЦК, ОЦК та ГЩУ гратками, хоча 
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більш повний аналіз заслуговує на розгляд і залежностей модуля зсуву 

G(T), модуля об’ємного стиснення B(T), а також коефіцієнта Пуассона. 
  

Огляд літератури та постановка завдання 

Загальний стан досліджень у галузі залежностей модуля E(T) пред-
ставлено у довідниках, підручниках та узагальнюючих статтях [1—15]. 

Залежно від типу кристалічної гратки, температур плавлення Тпл, 

характеру міжатомного зв’язку спостерігається доволі широкий спектр 
таких  кривих для чистих  металів та  їх  сплавів.  Зокрема,  у  роботі [8] 

розглядаються причини цих явищ з позиції визначення енергії утворення 

вакансій U ≈ 0,2Gb
3
,
 

де
  G — модуль зсуву, b — вектор Бюргерса 

матеріалу. Очевидно, що з підвищенням температури головною причиною 
зниження модуля є термічне розширення гратки та послаблення 

міжатомного зв’язку зі збільшенням міжатомних відстаней. Зрозуміло, що 

матеріали із більшим рівнем міжатомного зв’язку (із більш високими 

температурами плавлення) зберігають відносно високі значення модуля 
пружності до більш високих температур, оскільки на емпіричному рівні 

спостерігається зв’язок коефіцієнтів термічного розширення α, визначених 

для кімнатної температури та Тпл, який приблизно може бути описаний 
виразом αТпл ≈ 0,0254 [9]. Оскільки із підвищенням температури 

коефіцієнти термічного розширення теж зростають за рахунок послаб-

лення сил міжатомної взаємодії зі збільшенням міжатомної відстані, то в 
цілому залежності Е(Т) мають спадаючий нелінійний характер, хоча 

нижче температур (0,3—0,6)Тпл залежність Е(Т) майже лінійна. 
      Широке розповсюдження для опису впливу температури на модулі 

пружності від температури дістали емпіричні залежності Варшні  
 

E(T) = E0 − s/ (e
t /T 

− 1),                                             (1) 
 

де E0 — модуль Юнга при 0 К;  s, t — сталі [16]. В багатьох публікаціях 

відзначається, що підбором сталих s, t можна досягти  хорошого 

співпадіння  з експериментальними даними.  
        Огляд відомих результатів температурних залежностей модуля 

пружності Е з ціллю їх використання для аналізу інших властивостей 

матеріалів за високих температур був метою даної роботи. 
  

Результати та їх обговорення 

        Найбільший інтерес для аналізу становлять роботи з дослідження 
температурних залежностей модуля Юнга, у яких розглядаються резуль-

тати у широкому температурному діапазоні випробувань від низьких 

температур до Тпл у координатах E(T)/E0 (E0 — екстрапольована на 0 К 

величина модуля пружності) та гомологічної температури T/Tпл. Привертає 
увагу той факт [4—8], що для ряду чистих металів (Sb, Zn, Mg, Cu, Ag, Au, 

W, Al, Pb) така температурна залежність описується практично єдиним 

рівнянням  
E(T) = E0 [1 – φ(T/Tпл) – χ(T/Tпл)

2
] ,                                  (2) 

 

середні значення коефіцієнтів φ = 0,21 і χ = 0,3 якої для металів на підставі 

даних таблиці отримано у роботі [17].  
      У роботі [18] наведено теоретичні розрахунки Е/Е0 для металів, 

бінарних  та  полікомпонентних   систем,  керамічних  матеріалів  залежно  
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від T/Tпл  на  основі  виразів  для  

модуля  пружності  від  внутрішньої   
енергії   матеріалу з урахуванням 

параметра кристалічної гратки та 

енергії коливань електрон-іонної 
системи, а також відповідний універ-

сальний теоретичний вираз 
 

E(T) = E0 [1 – 0,2(T/Tпл) – 0,25(T/Tпл)
2
],   (3) 

 

сталі якого близькі до φ і χ з (2). За цих 

значень коефіцієнтів вираз (2) добре 

збігається з експериментальною 
кривою  Л. Мороза (рис. 1), наведеною 

у роботі [6] для шести металів (W, Mo, 

Ta,   Fe,  Ni,  Al).   У   цьому    випадку 

Коефіцієнти залежності Е/Е0 

від Т/Тпл для металів 

Метал φ χ 

Mg 0,17 0,33 

Pb 0,23 0,33 

Au 0,22 0,28 

Ag 0,23 0,25 

Cu 0,18 0,44 

Al 0,16 0,29 

Zn 0,1 0,4 

Sb 0,3 0,27 

W 0,3 0,1 

Серед. знач. 0,21 0,3 
 

апроксимація даних Л. Мороза в  координатах Е/Е0 та Т/Тпл поліномом 

другого  ступеня   привела  до  рівняння у  = 1 − 0,23x − 0,29x
2  

з   

коефіцієнтом   надійності   R
2
 =  0,9912. Додаткові точки, нанесені на 

відомі дані, майже співпадають. 
      Отримані вирази (2) та (3) добре узгоджуються із  експериментальними 

даними, оскільки дійсно  передбачають майже двократне зниження модуля 

пружності з підвищенням температури до Тпл, а саме Е(Тпл) = (0,45—0,49)Е0, 
та  відхилення від лінійної залежності Е(Т), яке в роботах [11, 12] отримало 

назву “дефект модуля”. Для низьких гомологічних температур другим 

членом  виразів  (2)  та  (3)  можна  знехтувати,  оскільки,  наприклад, для 
Т = 0,2Тпл останній член виразу не перевищує 0,01 і залежність Е(Т) є 

лінійною.  Згідно з роботами [5, 6], така ситуація спостерігається для 

чистих металів в основному з ОЦК та ГЦК гратками, а також для двох 

металів з ГЩУ граткою — Zn та Mg. 
У той же час надійно встановлено, що для титану та цирконію і для 

деяких сплавів на їх основі (сплави титану ВТ1-00, ВТ5 [13]), а також для  Zr, 

сплавів цирколой Zr-2, Zr-4 та сплаву Zr—2,5Nb [14] залежності модуля 
Юнга Е від Т (

о
С) лінійні у дуже широкому діапазоні температур.       

 

 

Рис. 1. Температурні 

залежності  модуля Юнга 

матеріалів з  ОЦК  та  ГЦК   

гратками  [6]:  +  —  точки, 

розраховані за   рівнянням  

E/E0   =  1 − 0,21x − 0,3x2. 
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Рис. 2. Температурні залежності 

модуля Юнга матеріалів з ОЦК 

кристалічною граткою. Крива 1 

побудована за точками ОЦК металів 
Мо,  W, Ta  за  даними [5, 6, 10], 

E/E0 = 1 − 0,27x − 0,2x2, R² = 0,9742; 

крива 2 побудована за залежністю 

(2).  

 

 

 

 

Рис. 3. Температурні залеж-

ності модуля Юнга металів з 

ГЦК кристалічною граткою: 

крива 1 — E/E0 = 1 − 0,245x − 
0,315x2,  R² = 0,96874; крива 2 

побудована за рівнянням (2).  

 

      На рис. 2—4 наведено залежності нормованого модуля пружності Е/Е0 

від гомологічної температури окремо для металів з ОЦК, ГЦК та ГЩУ 

кристалічними гратками. Порівняння кривих 1 та 2 на рис. 2 показало 
невелику різницю  у коефіцієнтах рівнянь (1) та (2).  

      На рис. 3 представлено відомі з робіт [5, 6, 12] експериментальні дані 

металів з ГЦК кристалічною граткою.  Порівняння кривих 1 і 2 показало, 
що вони та коефіцієнти їх рівнянь близькі. 

      На рис. 4, а наведено залежності відносного модуля Юнга металів і 

сплавів з ГЩУ кристалічною граткою на основі Ті, Zr, Mg і Zn від 
відносної температури фазового переходу T/Tфп. На необхідність 

використання для аналізу залежностей Е від Тфп вказано у роботах [5, 17]. 

Для Ті температура фазового переходу Tфп становить 1152 К, а для Zr — 

1136 К. Для ГЩУ металів, які не мають фазового переходу ГПУ→ОЦК у 
твердому стані, під температурою фазового переходу треба розуміти саме 

температуру плавлення. Порівняння кривих на рис. 4 показало, що криві 1, 2 

знаходяться помітно нижче кривих 4—6, тобто Т/Тфп сильніше знижує 
Е/Е0. Крім того, їх особливістю є лінійна залежність від відносної 

температури, на відміну від залежностей матеріалів з ОЦК та ГЦК 

гратками. Видно також, що при температурі фазового перетворення 

модуль Юнга знижується приблизно вдвічі у порівнянні із Е0. Те саме 
відбувається і для заліза. Це вказує на те, що температурні залежності 

сплавів з фазовим переходом краще представляти залежно від темпера-

тури фазового переходу, ніж від температури плавлення. Відносно залеж-
ностей  сплавів  Mg—3Al—1Zn  (крива 4)  та  Mg—6Zn—0,5Zr (крива 5) 

(рис. 4)  зауважимо,  що,  за   даними  [15],   вони  мають  відмінності  між 
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Рис. 4. Температурні залежності 

модуля Юнга матеріалів з ГЩУ 

кристалічною граткою: 1 — ВТ1-00 

[13]; 2 — сплав Zr [14]; 3 — Zn [5]; 

4 — сплав  Mg—3Al—1Zn  [15];    

5  — сплав Mg—6Zn—0,5Zr [16];   

6 — Mg [5]; 7 — загальна 

залежність (2).  

 

 
 

температурними залежностями модуля пружності, які вимірювались у 

трьох ортогональних напрямках досліджуваних заготовок  у  вигляді плит. 
Якщо у Mg—3Al—1Zn ці залежності були однакові, то  у  Mg—6Zn—

0,5Zr  в  одному  з  напрямків  залежність  Е—Т  нижча  за  інші.  

Очевидно,  це  призвело до більш сильного нахилу температурної 

залежності  на  рис. 4.  Відмітимо,  що поруч з кривою 7 (рівняння (2)) 
(рис. 4) розташовано дані для температурної залежності Mg з роботи [5], а 

всі температурні залежності для магнію та його сплавів розташовані 

значно вище, ніж аналогічні залежності для Ti і Zr та його сплавів. 
Подібна ситуація має місце і для Zn [5], крива якого розташована вище за 

всі інші криві до  T/Tпл  = 0,8. 
    Таким чином, розгляд залежностей E/E0  від T/Tфп різних матеріалів з 

ГЩУ кристалічною граткою показав їх помітну відмінність у нахилах 
відносно загальної кривої (2).  

     Відмінність між кривими на рис. 2—4 можна пояснити відмінністю 

симетрії ГЩУ від ОЦК та ГЦК кристалічних граток. Відомо, що 
коефіцієнти термічного розширення α (КТР) ОЦК і ГЦК граток ізотропні. 

При цьому температурні залежності α обернено пропорційні 

температурним залежностям  модуля  пружності  Е.  Це  допомoгає  при  
аналізі  Е залежно від Т. У матеріалах з ГЩУ гратками коефіцієнти 

термічного розширення характеризуються суттєвою анізотропією. 

Особливості розширення ГЩУ кристалічних граток, зокрема титану, 

досліджено методом рентгенівського вимірювання відстані між атомами 
вздовж осей а і с [19]. Згідно з роботою [20], в діапазоні температур 293—

500 K  КТР  в  напрямку  осі  с  дорівнює  9,57·10
-6
,  а  перпендикулярно 

вісі с — 9,23·10
-6

, тобто з підвищенням температури відношення с/а 
зростає. Встановлено,  що  зі  зростанням  температури  від  кімнатної  до 

800 К анізотропія середньоквадратичних динамічних зміщень атомів та 

коефіцієнтів термічного розширення вздовж осі с та перпендикулярно до 
неї суттєво зменшується і можливо саме цей фактор зумовлює лінійну і 

навіть вогнуту залежність Е(Т) для Ti і Zr [21]. Можливо саме це сприяє 

збереженню лінійної залежності  Е(Т) для титана та цирконія до більш 

високих температур, у той час як залежності для магнія та цинку 
нагадують залежності для ГЦК та ОЦК граток.  
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Рис. 5. Залежності E/E0 

матеріалів з ГЩУ криста-

лічною граткою від 

параметра структури c/a для 

T/Tфп рівнів гомологічної  

температури 0,2 (1) та 0,6 (2). 

 

 

На зміну нахилу лінійної залежності для титану при температурі 606 К 

вказано у роботі [21]. Зокрема, вище цієї температури відбувається зміна 
коефіцієнта нахилу лінійної залежності Е(Т) у бік її послаблення від 

величини −93,2 до −71,9 МПа/К. Подібну зміну можна помітити для Ті 

(крива 1) на рис. 4. 

      Більш детально зв’язок анізотропії кристалічних граток з власти-
востями ГЩУ матеріалів аналізується через співвідношення відстані між 

атомами а і с. Відомо, що для металів з ГЩУ граткою співвідношення c/a 

суттєво впливає на їх властивості під час механічного, термічного та 
радіаційного навантажень [22]. У цьому випадку ідеальним вважають 

співвідношення c/a  = 1,633, за якого має місце найбільш щільна укладка 

атомів.  Такій  укладці  атомів  найкраще  відповідає  Mg (c/a = 1,623) та 
Со (c/a = 1,632). Інші  ГЩУ  метали  можна  поділити  на  два  класи: 1 — 

з  c/a  < 1,633  (Ti — c/a = 1,586;  Zr — c/a = 1,563; Hf,  Be  та  інші); 2 — з  

c/a > 1,633 (Zn — c/a = 1,856). Залежності величини Е/Е0 для двох рівнів 

гомологічної температури від співвідношення c/a  представлені  на рис. 5. 
Показано,  що  досліджені  залежності  розташовані  так,  як  і  криві        

на рис. 4, тобто криві для Ti, Zr розташовані нижче, а для Zn — вище 

кривої для Mg і, відповідно, розрахованої залежності (2).  
З характеру зміни залежностей на рис. 5 слідує, що метали з ГЩУ 

кристалічною граткою та c/a < 1,633  значно сильніше  залежать від  T/Tфп,  
 

ніж ті, що мають c/a > 1,633. З огляду на це метали та їх сплави з 

параметром с/а трохи більше 1,633 перспективні для отримання високих 

характеристик термопружності E/E0 у порівнянні з іншими. Можна 
очікувати, що перспективним для підвищення міцності та жароміцності є 

пошук такого легування сплавів на основі титану та цирконію, яке б 

привело до збільшення  відношення с/а. Це підтверджено в роботі [23] на 

прикладі сплавів системи Tі—Al, де із зростанням вмісту алюмінію у 
сплаві збільшується відношення с/а та підвищується модуль пружності.  

       У даному огляді недостатньо уваги приділено аналізу непружних 

(релаксаційних) явищ у навантажених твердих тілах, які проявляються з 
підвищенням температури, хоча доволі давно, ще з класичних досліджень 

Зінера [11], було з’ясовано, що, наприклад, в дослідах по внутрішньому 

тертю має місце цілий спектр цікавих явищ, а саме амплітудно-залежне 

внутрішнє тертя, релаксація по границях зерен, атомні перебудови у полях 
напружень у твердих розчинах, різного роду дислокаційна непружність, 

які безумовно мають впливати і на вимірювання пружних характеристик. 
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Зокрема, зверталась увага на різницю у температурній залежності модулів 

пружності полі- та монокристалів, яка особливо проявляється в 
температурному інтервалі, коли зростає зерногранична релаксація. 

      Проте варто відмітити дуже детальне і прецизійне дослідження [12], 

виконане на високочистому полі- та монокристалічному золоті з 
використанням ехо-імпульс методики. Головним результатом, на думку 

автора, є доказ, що з підвищенням температури “дефекти модуля” для 

полікристалу та “осередненого” полікристалу, отриманого з даних по 
температурній залежності пружних констант с11, с12 та с44 для 

монокристалів орієнтацій (100) та (110), практично співпадають. Тобто не 

виключено, що вплив на дефект модуля зернограничної релаксації не є 

визначальним під час вимірювання за надмалих амплітуд навантаження і 
може проявлятися в умовах деформації більше 10

-6 
та високих 

гомологічних температур.  

        Цікаві дані отримано нещодавно в роботі [24], виконаній на 
високоентропійному сплаві HfNbTaTiZr, у якій встановлено, що 

незважаючи на  сильне зростання непружних явищ, зокрема коефіцієнта 

затухання Q
-1

,
 
в інтервалі температур 700—1100 K, воно в цілому не 

впливає на залежність модуля пружності від температури. Тобто 
найважливішою причиною зниження модуля пружності з підвищенням 

температури лишається термічне розширення гратки.    

       Насамкінець зауважимо, що врахування температурної залежності 
модуля пружності під час аналізу температурних залежностей механічних 

властивостей, зокрема межі текучості, дозволяє більш чітко дослідити 

вплив інших факторів як на температурно-залежну складову, так і на 
“атермічну” складову критичного спротиву зсуву. Зокрема, у роботі [25] 

показано роль інших факторів, таких як динамічне деформаційне старіння 

та зростання із температурою середньоквадратичних зміщень, які 

“компенсують” зниження модуля пружності та дозволяють формувати 
протяжне “плато” на залежності σ(T). Зауважимо, що з’ясування 

можливостей послаблення температурної залежності модуля пружності за 

рахунок додаткового легування є доволі актуальним завданням для 
розроблення  жароміцних сплавів. У роботі [25] враховано встановлений 

С. Герцрікеном та І. Дехтярем [26] чіткий  лінійний зв’язок між пружними 

характеристиками та енергією активації дифузії та запропоновано для 
розрахунку коефіцієнтів дифузії використовувати  залежність енергії 

активації дифузії  від температури Q(T) у вигляді 
 

   Q(T) = Qo [1 – φ(T/Tпл) – χ(T/Tпл)
2
].                               (4)     

Показано, що відхилення залежності коефіцієнта дифузії від температури 

від арреніусівської залежності D(T) зумовлено нелінійним характером 
зміни сил зв’язку в матеріалі і, відповідно, енергії активації дифузії.  

     У роботі [27] показано, що легуванням металів та сплавів можна 

досягти підвищення температури переходу від дислокаційних до 
дислокаційно-дифузійних процесів деформації. Встановлено, що для 

чистих металів цей перехід відбувається за температур на рівні 0,3—

0,35Тпл, а для складнолегованих сплавів, зокрема високоентропійних із 
негативною ентальпією змішування, — при 0,5Тпл, що важливо для 

розроблення сплавів із підвищеною жароміцністю. 
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Висновки 

Відмінність температурних залежностей E/E0 матеріалів з ОЦК та ГЦК 

кристалічними гратками від матеріалів з ГЩУ кристалічною граткою 
полягає в тому, що перші можна описати нелінійною залежністю, зокрема 

поліномом другого ступеня з коефіцієнтами φ = 0,21 і χ = 0,3 чи близькими 

до цих значень. Для  деяких матеріалів з ГЩУ кристалічною граткою 
(титан, цирконій та їх сплави) температурні залежності модуля пружності 

переважно лінійні та розташовані помітно нижче перших залежно як від 

T/Tпл, так і від T/Tфп через анізотропні зміни відстані між атомами вздовж а 

і с з підвищенням температури.  
Показано, що метали з ГЩУ кристалічною граткою та c/a < 1,633 значно 

сильніше залежать від T/Tпл та T/Tфп, ніж ті, що мають c/a > 1,633. 

Температурні залежності пружних характеристик ГЩУ металів без 
фазових переходів (Mg, Zn та їх сплави) наближаються до таких, які 

характерні для ОЦК та ГЦК металів. З огляду на це метали та їх сплави з 

параметром с/а трохи більше 1,633 перспективні для отримання високих 
характеристик термопружності E/E0  у порівнянні з іншими. 

Використання температурних залежностей модуля пружності під час 

аналізу температурних залежностей фізичних (коефіцієнтів дифузії) і 

механічних характеристик дислокаційної природи дозволяє побачити 
аналогії між ними та  більш детально дослідити механізми, що лежать у їх 

основі. 
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The known temperature dependences of the modulus of normal elasticity E, 
mainly of metals with different types of crystal lattices, were analyzed. The 

dependences of E/E0 on T/Tm and on T/Tpt are considered, where E0 is the mo-

dulus of elasticity extrapolated to 0 K, and Tm and Tpt are the melting and phase 

transition temperatures of the material, respectively. The difference in shape 
and slope of temperature dependences E/E0 of materials with bcc and fcc 

crystal lattices from materials with hcp crystal lattice is shown. If for the first 

two types of lattices, the dependences can be described by a second degree 
polynomial with coefficients close to 0,21 and 0,3, then the temperature 

dependences of the modulus of elasticity of titanium, zirconium, and its alloys 

are mostly linear and are significantly lower than the first ones due to the 
anisotropy of temperature changes of the lattice parameters a and c. The de-

pendence of E/E0 on the c/a  ratio  is  plotted  for  a  number of hcp metals for 

two levels of T/Tpt, and the area of the best c/a values for creating materials 

with increased thermal elasticity is shown. The relationship between the 
dependences of E/E0 on E/E0 and the ratio of diffusion coefficients on E/E0 and 

examples of their use for the analysis of deformation mechanisms at high 

temperatures are shown. 

Keywords: temperature dependence of the modulus of elasticity, crystal lattic 

parameters. 


